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Zur Ausdehnung der Spinwellentheorie der Ferromagnetica
auf hohere Temperaturen

Von G. HEBER

Aus dem Theoretisch-Physikalischen Institut der Universitdt Jena
(Z. Naturforschg. 8a, 91—97 [1953]; eingegangen am 5. Oktober 1953)

Es wird versucht, einige Niherungsannahmen zu beseitigen, welche die Beschriankung
der bekannten Spinwellentheorie auf tiefe Temperaturen zur Folge haben. Es handelt
sich um eine bessere Niherung bei der Bestimmung der Eigenwerte der Energie und
einige Verbesserungen bei der statistischen Auswertung des Energiespektrums. Am Bei-
spiel der spontanen Magnetisierung sieht man, dal tatsichlich eine bessere Temperatur-
abhiingigkeit dieser GriéBe gewonnen ist, was zu der Hoffnung berechtigen diirfte, die
hier vorgelegte Verallgemeinerung der Spinwellentheorie sei auch in anderer Hinsicht

bei hoheren Temperaturen brauchbarer als die dltere Form der Theorie.

s ist allgemein bekannt, dall die Spinwellen-
Etheorie der Ferromagnetica nur bei ,tiefen
Temperaturen (relativ zum Curie-Punkte) eine
gute Ndherung darstellt. Aber iiber die Grofle des
Temperaturintervalles, innerhalb dessen die ge-
nannte Theorie eine verniinftige Approximation an
die Wirklichkeit darstellen diirfte, gehen die Mei-
nungen weit auseinander. Wihrend z.B. Wohl-
farth! die Anwendbarkeit der Methode oberhalb
10-39K bezweifelt, glauben andere Autoren an eine
Giiltigkeit der Theorie bis etwa 100 °K, wie es durch
die experimentellen Untersuchungen iiber die Tem-
peraturabhéngigkeit der spontanen Magnetisierung
einiger Ferromagnetica von Fallot? nahegelegt
wird.

Eine Kldrung dieser strittigen Frage ist in man-
cher Hinsicht wiinschenswert; sie ist wohl am ein-
fachsten in der Form mdglich, dal man die Punkte
der Theorie aufsucht und zu beseitigen sucht, wel-
che die Beschriankung der Methode auf tiefe Tempe-
raturen zur Folge haben.

Hat man so eine allgemeinere Theorie geschaffen,
so erkennt man durch Vergleich mit der spezielleren
den Bereich der geniherten Ubereinstimmung, d. h.
das Giiltigkeitsintervall der dlteren Theorie. Selbst-
verstindlich ist eine Ausdehnung der Spinwellen-
theorie auf hohere Temperaturen auch ganz unab-
hingig von der Frage nach der Abgrenzung der
alteren Theorie sehr erwiinscht.

Diese Uberlegungen haben zu der vorliegenden
Untersuchung gefiihrt, in welcher einige wesent-
liche Vernachldssigungen der genannten é&lteren

1 E.P.Wohlfarth, Proc. Leeds philos. lit. Sec., sci.
Sect. 5, 213 [1949].

Theorie nach Moglichkeit beseitigt werden. Es han-
delt sich um folgende Punkte:

1. Die Energieniveaus des Kristalles bei Vorhan-
densein von mehr als einem umgsklappten Spin
werden etwas genauer bestimmt als bisher.

2. In der statistischen Berechnung makroskopi-
scher Grolen wird die Summation nicht mehr bis
zu unendlich groBen Spinwellenenergien durchge-
fiihrt, sondern nur noch bis zu einer endlichen Maxi-
malenergie, entsprechend der endlichen Breite des
Spinwellenbandes. Auflerdem wird hier selbstver-
stindlich die unter 1. erwihnte genauere Kenntnis
der Energieniveaus verwendet.

Nicht diskutiert wird der Einflul der Nichtortho-
gonalitidt der atomaren Eigenfunktionen, auf wel-
chen Slater3 kiirzlich hingewiesen hat. — Eine
Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit iibernach-
sten Nachbaratomen im Gitter wire wohl ohne gro-
Bere Schwierigkeiten moglich; wir verzichten aber
darauf, um die Methode maglichst klar darlegen zu
kénnen. Der Einflul der unter 1. und 2. genannten
Verbesserungen der Methode wird am Beispiel der
Temperaturabhingigkeit der spontanen Magnetisie-
rung M (7) demonstriert und mit der Erfahrung
verglichen

§ 1. Genauere Bestimmung der Energie-
Eigenwerte
Wir gehen aus von dem bekannten Operator der
Austauschenergie:

Hy=—-2 3 J1n€" G,
Paare

(1)

2 M. Fallot, Ann. Physique 6, 305 [1936].
37J.C. Slater, Rev, mod. Physics 25, 199 [1953].
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(€, - & = Spinvektor-Operator des Atomes;.J;,, =
Austauschintegral des Atompaares [, m). Die &, ge-
niigen bekanntlich den Vertauschungsregeln:

G X Bp=10;n ;- (2)
Mit Holstein und Primakoff* fithren wir zu-
néchst fiir jedes [ statt der 2- und y-Komponenten

der Operatoren €, S; und S}, GroBen S;" und S;
ein durch die Beziehungen

St =87 +i8); Sy =8 —isy. (3)
Die GroBen S;", S;” und S; wieder werden dargestellt

durch Operatoren a;,a; gemiB den Definitionen

1

.
N aya; \"
8" = (20) ( — 5 ) @

z *
Si=0—aa.

Hier bedeutet ¢ den gréfiten Figenwert von .57, also
die Gréfle des Spins eines Atomes des Kristalles in
Einheiten % ; die Wurzeln aus Operatoren in (4) sind
so zu verstehen, daf

(1 - “2*;‘ )l’/z@(n) - (1 - %)%fb(n),

wenn a*a® (n) =nd (n).
Aus (4), (3) und (2) folgen die Vertauschungsregeln
fir die a, a*:

* e *
@Oy, — Qp @y = Oy ; (5)

andere Kommutatoren verschwinden. Diese ein-
fachen Regeln (5) sind es, derentwegen man die
Operatoren a, a* eingefithrt hat. Mit ihnen erhélt (1)
die Form

Hy=—20 3 Jinlhit0nfm+a; fifmm

Paare

+0o _a;alf;z)z —a’:namflg]’

(6)

*a; \%
wobei zur Abkiirzung f; = (1 — aé Z’ ) gesetzt ist.

Die Diagonalisierung von (6) ist in Strenge offenbar
sehr kompliziert; man kann jedoch fiir tiefe Tempe-
raturen eine physikalisch plausible Ndherung ein-
fithren und das genéherte H, dann exakt diagonali-
sieren. Erinnern wir uns der Tatsache, dal ;" a;
gemi} Definition der Operator der Abweichung der
z-Komponente des Spins des Atomes j vom Maxi-
malwerte ¢ ist. Der Zustand der Séattigung des Fer-

4T. Holstein u. H. Primakoff, Physic. Rev, 58,
1098 [1940].

romagneticums am absoluten Temperatur-Null-
punkt ist dann dadurch gekennzeichnet, daf alle
a;* a; die Eigenwerte Null besitzen. Die f; sind dann
also simtlich gleich eins. Fiir etwas héhere Tempe-
raturen werden auch einige héhere Eigenwerte von
a;* a; besetzt, entsprechend der Abnahme der spon-
tanen Magnetisierung mit steigender Temperatur.
Aber fiir tiefe Temperaturen wird die Abweichung
der f; von 1 noch nicht bedeutend sein; wir setzen
genéhert fiir tiefe Temperaturen einfach f; = 1.

In dieser Naherung 143t sich der Hamilton-Ope-
rator bekanntlich exakt diagonalisieren und liefert
das Energie-Spektrum, in welchem sich die Ener-
gien der einzelnen Spinwellen ungestért iiberlagern.
Wir deuten den Gang dieser Rechnung an. Aus-
gangspunkt ist also

H)!=—20 3 Jin[20)* 0y + 0 —2a,°ay].
Paare

(M)

Durch einige Transformationen der Operatoren wird
H} als Summe von kommutierenden Termen dar-
gestellt, deren jeder die Form des Hamilton-Opera-
tors eines harmonischen Oszillators besitzt. Da auch
die Vertauschungsregeln mit denen eines harmoni-
schen Oszillators iibereinstimmen, sind die Eigen-
werte damit bestimmt. —

Die erste der erwidhnten Transformationen ist

1 1

Q=77 @+ Pyi= gy (@—a).

(8)

Die neuen Variablen befolgen die Vertauschungs-
regeln
QP;—P;@Q=10y.
H ) erhilt dann die Gestalt
H)=H+H'+{+HP,
wobei H,° keine Operatoren mehr enthélt:
H=—2¢2Jy,(0+4+1),
und weiter
HY=+202J,, (Q3+ P?);
HY = —202J1,[Q@m + PP+t (©Pn— P Qm)].
H,® und H,® miissen weiter behandelt werden. Zu
diesem Zweck fithren wir eine Fourier-Transforma-

tion durch?®

Q=T T M, Pi=
[ V”:v < k> l V N

3 etk P,. (9)
k

5 Die in der Summation zugelassenen k sind wie
tiblich durch die Periodizitdtsbedingung im Grundbe-
reich festgelegt. N = Zahl der Atome im Grundbereich.
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Die Rechnung wird vereinfacht, wenn wir an dieser
Stelle die Annahme einfiihren, J;,, sei nur fiir die
z niachsten Nachbarn eines Gitteratomes von Null
verschieden und stets gleich J. Dann ergibt sich

O'JZ{("‘V )[Q—ka+P—kPk]
*QV(")[Q—kP—k‘QkPk]}

o = Vektor zum nichsten

HY + H =

mit y (k) = ¥ e*e;

Nachb.
Nachbaratom. Da die Operatoren @, P, mit k +%’
kommutieren, sind nur noch die Summanden mit
+k und mit —k vermischt; sie miissen noch ge-
trennt werden. Diese beiden Summanden kénnen
wir wegen vy (k) =y (— k) zusammenfassen in

H2 + H% = (Z -7 (L)) [Qr @+ P P_y].
Die Separation gelingt mittels der Transformation

1
q;:W(Qk+Q—k):qk 1 e —dea)s

(10)

~. l\D ~.

lvl

P =75 (Put Po); By = 7o (@ — )

sie ergibt ndmlich
H A+ H,=GE—y®) o+ +p +a ]

Die ¢, py und ¢, p,” sind kanonisch konjugierte
Paare mit den entsprechenden Vertauschungsregeln ;
der in Rede stehende Term hat deshalb die Eigen-
werte

2(z —y (k)
Insgesamt erhalten wir also die Eigenwerte
=H"+ 70J“Z 0(’ —y (k) [ +n-+1] (A1)
(k) (i + V%)

+207 % (!
:GZJNZ—{—,ZO’JZ(z-y (k))ng; 1,=0,1,2,3...
x

Yt + ny +11; nf,n,=0,1,2,3 ...

=0cJNz(oc+

(11) ist genau die Formel, welche schon Bloch in

seiner Theorie der Spinwellen erhalten hatte; sie ist |

sicher unbrauchbar in der Nihe des Curie-Punktes,
wo die z-Komponente des Spins beinahe jedes zwei-
ten Atomes — ¢ sein mufB, also die f, =1 sind. Um
in diesem Gebiet hoherer Temperaturen eine bessere
Néherung als (11) zu finden, erinnern wir uns der
physikalischen Bedeutung der f;. Die Operatoren
8,7, 8, sind ja als Operatoren der Erzeugung bzw.

\ernlchtung der Einheit 7% der z-Komponente des
Spins des Atomes j zu deuten; @, und a,* sind eben-
falls Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren, wie
man aus (5) ersieht. Die Faktoren in (4) bringen
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zum Ausdruck, daf zu jedem Atom ein Maximal-
und ein Minimalwert +o¢ und —o¢ der z-Kompo-
nente des Spins gehort, daf also die Erzeugung bzw.
Vernichtung von Spinkomponenten nicht beliebig
weit getrieben werden kann. Diese Aufgabe der
Operatoren kann aber auch von den gewshnlichen

8 ny \%
Funktionen f,= (1 — —2»;—) iibernommen werden, so-

lange man nur mit Eigenfunktionen der z-Kompo-
nente des Spins der Atome [ arbeitet. n, ist dann
der betreffende Eigenwert von a;" a,.

Unter der Annahme, alle f, seien in dieser Weise
gewohnliche Funktionen, keine Operatoren mehr,
1iBt sich H, ebenfalls exakt diagonalisieren. Man
muB sich allerdings dariiber im klaren sein, dafl3
man auf diese Weise nicht die exakten Eigenwerte
von (1) gefunden hat, denn (1) kommutiert nicht
mit den Sy, die beiden Operatoren lassen sich mit-
hin in Strenge nicht gleichzeitig auf Diagonalform
bringen. Wir diirfen jedoch hoffen, auf diese Weise
eine einigermafen brauchbare Néherung fiir die
hoheren Temperaturen zu erhalten. '

Wir diagonalisieren also jetzt unter der eben for-
mulierten Annahme den Operator

Hi =—20 % S, 2fifn ap+o—

Paare

faa@]. (12)

Die Rechnungen verlaufen weitgehend parallel den
zur Diagonalisierung von H} notwendigen. Zunachst
wird wieder die Transformation (8) ausgefiihrt; sie
liefert

Hi=H!+H}+H

Hl=—262Jp (0 + fud),

Hl =+ 202 Jp0 (@2 + P2 fr,

H!'=—2062J,,[0,Q,+ P, P,
+ 1 (@ Py — P @u)]fifm-

Man beachte, dal H ' jetzt zwar keine Operatoren
mehr enthilt, aber iiber die f, doch noch vom Ge-
samtspin abhidngt. — Weiter erhdlt man nach der
Transformation (9) das Resultat

H:}THI_GZ{(zJ Iy (k) [@—1 Qi + P Py]

mit

(13)

’JV( Q- Py — Qs k]} (14)
In (14) sind die Abkiirzungen
2d = Zdimfnts Iy )= ZJimfifmet ™D (15)

eingefiihrt, in welchen die Summen bei festem [
iiber die nichsten Nachbarn m des Atomes [ zu er-
strecken sind. Austauschintegrale zwischen ent-
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fernteren als nichsten Nachbarn werden wiederum
vernachlissigt. Setzt man noch voraus®, dal Jy (k)
=Jy(—k), so vollendet (10) die Aufspaltung von

H | in Oszillatorterme und man erhilt die Eigen-
werte der Energie

= H1+QGZ<ZJ Jy())lnk+ ]

n,=0,1,2.... (16)
Mit (15) 1aBt sich auch H,! vereinfachen; es ergibt
sich Hi! = — oN (02J + 2J).

Unter Vernachléssigung der Schwankungen der f,
von Atom zu Atom erhalten wir ferner

zJ—zJ]‘O und Jy =Jf2y(k

fo? spielt dann die Rolle eines Mittelwertes der f;?
iiber alle Atome und die Zeit. Man sieht, daf} offen-
bar nur bei Vernachldssigung von Schwankungen
der f, die obige Annahme jy—(ks =Jy(—k)1i.allg. be-
rechtigt ist. In einer solchen ,,statischen* Naherung
ergibt sich somit endgiiltig:

El =—20JNz(o+ f?)
+ 20Jfs? Z(Z— (k) (nz + 1)
= —agJNz—i—2oJf0 X (z—y (k) ny.
%

Vergleicht man (17) mit (11), so erkennt man, daf3
die Nullpunktsenergie der Spinwellen (der fiir
ny, =0 verbleibende Teil von £,) sich nicht geédn-
dert hat; lediglich in dem mit n, behafteten Teil der
Energie ist f,2J an die Stelle von J getreten.

Was bedeutet diese Anderung fiir das Energie-
spektrum der Spinwelle? — f3 war eingefiihrt
worden als ortlicher und zeitlicher Mittelwert aller

(17)

= (l — —zn—;) , wobei n; = Abweichung des Spins

des Atomes I vom Maximalwert ¢ (in Einheiten 7).
o—mn; =8, ist aber ein Eigenwert der z-Kompo-
nente des Spins des Atomes [, also konnen wir auch
schreiben

f02:‘21_0.(20'_ﬁ):

1 = 1
35 @+8)=500+m). A7)
Hier sind n, S die Mittelwerte von n; bzw. S;;
S M(T)
ist die relative spontane Magneti-
sierung unseres Kristalles bei der Temperatur 7.

fo? ist also in der Ndhe des absoluten Nullpunktes

¢ Die Berechtigung dieser Annahmewird weiter unten
untersucht.

der Temperatur etwa gleich 1, in der Nahe der
Curie-Temperatur 7', aber ungefahr gleich 1/2. Un-
ser Energiespektrum fiir die Spinwellen wird also
temperaturabhéngig und zwar sieht die Energie-
dichte g (¢) im Spinwellenband bei den beiden cha-
rakteristischen Temperaturen 7= 0 und 7' =T
schematisch wie in Abb. 1 gezeigt aus (die Flichen
unter den beiden Kurven miissen gleich sein; es
gibt ja immer genau N Eigenwerte).

1 I-T
) ¢
7-0
2dJz YoJz
& —>

Abb. 1. Energiedichte g iiber der Energie ¢ der Spin-
wellen fiir zwei charakteristische Temperaturen (sche-
matisiert).

Leider bekommt unsere Theorie durch die Abhingig-
keit der Energiedichte von der Temperatur (bzw. der
spontanen Magnetisierung) einen gewissen phéano-
menologischen Einschlag; doch scheint sich dieser
Nachteil im Augenblick kaum auf einfache Weise um-
gehen zu lassen. Es sei iibrigens schon hier erwéhnt,
dafBl wir die Funktion m (7') nicht etwa aus irgendeiner
anderen Theorie in die Gl. (17) einzufithren brauchen,
sondern dafl diese Grofle zundchst als Parameter
stehen bleibt und im néchsten Paragraphen innerhalb
unserer Theorie auf statistischem Wege bestimm¢t wird.

§ 2. Bestimmung der spontanen
Magnetisierung

Nachdem wir in § 1 die erlaubten Energieniveaus
fiir die Spinwellen gefunden haben, konnen wir uns
nun der Bestimmung statistischer Mittelwerte ma-
krophysikalischer Groflen zuwenden. Da jedes Ni-
veau durch beliebig viele Spinwellen besetzt werden
kann, kénnen die Spinwellen bekanntlich als ,,Teil-
chen‘ behandelt werden, welche der Bose-Statistik
geniigen. Die gewiinschten Mittelwerte erhalt man
deshalb aus der Zustandssumme

1
ZZIL.I 1—e—Beg’
wobei f# =1/kT und ¢, die zur Wellenzahl k gehorige
Energie einer Spinwelle ist. [Man schreibe zur Defi-
nition der &, (17) in der Form: E| = —¢*JNz+
3 exny; also e, =20J f? (z—y (k)).] Zu beachten ist
k

noch, daBl (18

(18)

) fiir eine varia,ble, unbeschrinkte
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Zahl von Bose-Teilchen gilt; im Falle der Statistik
der Spinwellen wire es sachgeméifler, eine variable
Teilchenzahl mit oberer Grenze (= N/2) einzufiih-
ren. Wir wollen jedoch im Augenblick diese Kompli-
kation nicht ins Auge fassen und uns mit der ein-
facheren GIl. (18) begniigen.

Als Beispiel der Anwendung der Statistik und
Méglichkeit zum Vergleich mit der Erfahrung be-
fassen wir uns jetzt mit der Bestimmung der mitt-
leren spontanen Magnetisierung M bei bestimmter
Temperatur 7. Zu diesem Zwecke mul} zunichst ein
aulleres Magnetfeld H eingefithrt und ¢, (H) ermit-
telt werden. M (7') ergibt sich dann aus der be-
kannten Formel
1
B
Wir iiberspringen diesen Teil der Uberlegungen, da
sie gegeniiber der dlteren Theorie nichts Neues ent-
halten, und geben sofort die Endformel fiir M (T
an, in welcher H wieder nach null streben darf

g(e)
efe—1 ) :

(19)

Wir werden die letzte Fassung der Gl. (19) bevor-
zugen, in welcher g (¢) die Zahl der Eigenwerte mit
gleicher Energie ¢ bedeutet. Das aus § 1 folgende
g(¢) ist in Abb. 1 schematisch dargestellt worden.
Leider bereitet die Auswertung von (19) mit einem
g(e) von diesem Typ groBere Schwierigkeiten, so
dafl wir wiederum gezwungen sind, gendhert mit
einfacheren g zu arbeiten. — Die folgenden Formeln
gelten iibrigens nur fiir das einfach-kubische Git-
ter; doch sind auch andere Gittertypen im Prinzip
genau so zu behandeln. —

Die alte Blochsche Spinwellentheorie fiir tiefe
Temperaturen arbeitete mit der Naherung

7}

(T = (¥ — S| = (¥ -

ga(e) = g— N2n2o) e, (20a)
Dieses g schmiegt sich fiir kleine ¢ genau dem aus
§ 1 mit f,2=1 erhaltenen g(¢) an, gibt jedoch fiir
grofle ¢ einen vo6llig falschen Verlauf, indem es kein
abgeschlossenes Band darstellt. Aulerdem gibt
(20a) nicht die in §1 erhaltene Temperaturabhiangig-
keit von g wieder. Achten wir zundchst nicht auf
das Abbrechen von g fiir grole ¢, so konnen wir die

7 Nachdem wir, wie iiblich, das Diskontinuum durch
ein entsprechendes Kontinuum von erlaubten Zustian-
den ersetzt haben.
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Temperaturabhingigkeit von g fiir kleine ¢ zutref-
fend darstellen durch

3 s
gu(e)=5 N (2% Jfe?)~ * &”. (20Db)
Schliellich wollen wir das in Abb. 1 gezeigte Ab-
brechen des Energiespektrums idealisierend so be-
achten, dall wir mit

] ga(e) fiir e < g,
ge () = { 0 fir e > ¢, (20)
e) fir e <e¢
und  gq () :{98( ) fiir ¢ > ez (20d)

arbeiten. ¢, und ¢4 sind dabei so bestimmt, daf} die
Zahl der Eigenwerte genau gleich N ist, d.h.
&, =2n%J ; eq =2n%sJfy 2. Wir wollen mit den vier
verschiedenen Energiespektren (20a...d) die spon-
tane Magnetisierung berechnen, um den Einflul der
verschiedenen Vernachlédssigungen der alten Spin-
wellentheorie auf diese makroskopische GréBe zu
studieren. In allen vier Fallen (kiinftigalsa...d) be-
zeichnet) stoflen wir hierbei” auf Integrale vom Typ

b % de
IZCJW——T’ (2])
0
und zwar ist M=uN—1I); (22)

3 .
—2—N (2720Jf,%)~ "+ im Falle e und d,
ferner ¢ =

3 3 3
EN (2m2ed) I im Falle a und c,

") im Falle a und b,
schliefllich ¢4 = | ¢, im Falle c,
&4 im Falle d.

Wir integrieren (21), indem wir den Nenner in
eine Reihe entwickeln und erhalten

& [ee]
I=c[eh(efte?efe 4  Yde=c Y Sus
0 n=1
& npe,
Sp=fetemPede=mpB)~": [ e tt"dt.
0 0

S, ist also bis auf den Faktor die tabuliert vor-
liegende 8 ,,Unvollstandige Fakultidt®, welche defi-
niert werden kann durch das Integral

etz dt.

O

(@, 9! =

8 Pearson, Tables of the Incomplete I'-Funktion,
London 1922,
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Wir kénnen also notieren

= (nf)~ (2 y nﬁso)

und

I:ci (np)~

n=1

(2 : nﬁso) =cf~ "y (2). (23)

Wir haben hier die Funktion  (z) eingefiihrt, welche
durch
— S

(1 nz)!; z=f¢,

n=1

definiert ist und deren numerischer Ermittlung wir
uns sogleich zuwenden miissen.

Zunichst bemerken wir, dal in unserem Falle a
(23) natiirlich das Blochsche 7"/:-Gesetz enthilt,
denn fiir ¢y— oo, z—>oo wird (1/2, 0)!=(1/2)! und
7 (o) =(1/2)1£(3/2); = Riemannsche {-Funk-

tlon, also
3 kT e 1 3
— e N =l —c | —_
=53 (2..,ng) (3):2(3):
Daneben kénnen wir auch sofort das Resultat fir
den Fall b hinschreiben; es ist ersichtlich:

2ol 2

272 Jf,’

Da f;2 noch gemiaf (18) von m(7") abhingt, erhalt
man im Falle b nur eine implizite Gleichung fiir
m (T), welche wir numerisch aufgelést und in Abb. 2,
Kurve b dargestellt haben. Kurve a in Abb. 2 ist
das 7":-Gesetz gemill unserem Falle a.

m \
05 N\
b

S

qo
0 7 2 3 4 KT 5
207
Abb. 2. Spontane Magnetisierung m in Abhingigkeit
von der Temperatur 7'. a, b, ¢, d theoretische Gesetze,
e experimentelle Kurve.

Da die in (23) eingefiihrte Funktion 7 (z) noch
nicht tabuliert vorliegt, miissen wir uns zur Be-
stimmung von m(7') in den Féllen ¢ und d mit
dieser Aufgabe befassen. Beachten wir, daf} 5 (o) =
(1/2)1£(3/2), so liegt es nahe, 7 (z) in der Form zu
schreiben 7 (2) = (1/2)! {¢ (3/2) — 4 (2)}, wo

"

n=1

Da die Funktion 7 (z) =

1
(Y2, m2)! ] (24)

il

[1 ( /29 OO) !
(3, 2)!
(3, ©)!
exponentiell dem Werte 1 nihert (schon fiir z =5
ist 77 (x) = 0,9934), werden fiir nicht zu kleine Werte
von z die hoheren Glieder der Reihe sehr schnell
exponentiell klein und es geniigt, die ersten Glieder
mitzunehmen, um A (z) mit fiir unsere Zwecke aus-
reichender Genauigkeit zu ermitteln. So ist ohne
allzugrofen Aufwand Tab. 1 fiir 4(z) entstanden.

sich fir grofle

z 0 2 3 4 5
Az) | 2,612 |0,1870 | 0,0624 | 0,0205 | 0,0067
z 6 7 8 9 10
A (z) |22-10-1| 7-10-1 ‘ 2:10—4 | <1-10—4 | <2-10-5

Tab. 1. 4 (z) gemal Gl. (24).

Fir m(T) = M(T)/M (0) ergibt sich unter Be-
achtung aller obigen Abkiirzungen

3

mT)=1—5z"9@. (25)

Wir kénnen demnach zunéchst m (z) bestimmen und
dann mit Hilfe der Bedeutung von z auf m (7') um-
rechnen; es ist ja

2n2%cd

T im Falle ¢,
2=

2 1

IJ;C;J 5 (1 +m (7)) im Falled.

Die auf diesem Wege erhaltenen Funktionen m (7')
sind als Kurven ¢ und d in Abb. 2 eingetragen; zum
Vergleich haben wir noch die experimentelle Kurve
fiir Ni hinzugefiigt (e). In Abb. 3 schlieBlich ist der
Tieftemperaturbereich genauer dargestellt, um die Ab-
weichung der Kurven b und d vom 7°/:-Gesetz a deut-
licher zu zeigen.

§ 3. Diskussion der Ergebnisse

Zunichst mull man feststellen, dall das Abbre-
chen des Energiespektrums nicht sehr wesentlich
fiir den Verlauf von m (T') ist. Viel entscheidender ist
offenbar die Temperaturabhingigkeit des Energie-
spektrums vermittels f,2. Man sieht, dal} die Be-
riicksichtigung dieses Umstandes die theoretische
Funktion m(7) der experimentellen wesentlich
dhnlicher macht. Dieser Erfolg berechtigt uns wohl
zu der Feststellung, dal unsere Niherung, f;? als
Zahlen, nicht als Operatoren aufzufassen und
Schwankungen zu vernachlissigen, wirklich ver-
niinftig ist, auf jeden Fall aber eine bedeutend
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bessere Niaherung an die Wirklichkeit darstellt als
die frithere Annahme f? =

Den verbleibenden Unterschied in den m(7)-
Kurven darf man wohl nicht allein der genaherten
Bestimmung der Eigenwerte von H, und den
idealisierten ¢(e) zur Last legen?. Vielmehr ist Verf.
der Meinung, daB3 eine Temperaturabhéngigkeit des
Austauschintegrales, wie sie wegen der thermischen
Gitterverdanderungen natiirlich zu erwarten ist, von
uns aber bisher nicht beriicksichtigt wurde, m (7")
wesentlich verindern kann. Dal3 schon eine geringe
Anderung von J mit 7 m (T) merklich beeinfluBit,

" \
\M\\{
= 7 7 6 .y # )
2d7

Abb. 3. Tieftemperatur-Verhalten der spontanen Mag-
netisierung m. Theoretische Gesetze.

sieht man am Vergleich unserer Félle a und b: Man
kann ja b auffassen als das m(7') einer Substanz,
in welcher das Austauschintegral gleich f?> J ist,
also zwischen 77=0 und 7’=7T, von J nach 1/2J
variiert, wihrend diese GroBe in a temperatur-
abhingig bleibt. In beiden Féllen aber sind die
Niherungen der alten Spinwellentheorie zugrunde
gelegt.

9 Sicherlich ist auch der Einflul der verschiedenen
Gitter-Struktur von untergeordneter Bedeutung.

Aus Abb. 3 ersieht man, daf3 bei tiefen Temperatu-
ren das Abbrechen des Spektrums ¢ (¢) sich im Rahmen
unserer Rechengenauigkeit tiberhaupt nicht bemerk-
bar macht. Dagegen ist es schon von Bedeutung, ob
man die Temperaturabhingigkeit von g beachtet oder
nicht. Der Abstand 4m der beiden Kurven voneinan-

kT
der ist nach Abb. 3 im Gebiet 20T =0,9: Am = 0,01;
d. h. in diesem Gebiete ist der relative Fehler, den man
durch die N&herung f,>=1 in die Ermittlung von
m (T) tragt, maximal von der GroBenordnung 19%,. Da

kT,
aber der Curie-Punkt 7', nach Abb. 2 durch 2—0_-; = 2,24

gekennzeichnet ist, hiefle dies, dafl bis zu !/, der
Curie-Temperatur der relative Fehler der Spinwellen-
theorie in m (T') sicher kleiner als 19, bleibt. Dabei ist
allerdings als ,,richtiges‘* m (7')-Gesetz das unserer
Naherungen b oder d benutzt worden. Verf. ist der
Meinung, daBl dies auch verniunftig ist, solange die
Temperaturabhéngigkeit des Austauschintegrales J
unwesentlich ist. Leider fehlen irgendwelche Ab-
schatzungen dieses Effektes noch vollkommen.

Wir sind damit zum Ausgangspunkte unserer
Uberlegungen zuriickgekehrt und konnen feststel-
len, daf die alte Blochsche Spinwellentheorie eine
verniinftige Nédherung bis zu etwa !/, der Curie-
Temperatur darzustellen scheint und dal} eine Er-
weiterung ihrer Uberlegungen auf hihere Tempera-
turen ohne allzugroflen Aufwand mdoglich ist, aller-
dings immer unter der Voraussetzung, dafl das Aus-
tauschintegral J genédhert als temperaturunabhangig
angesehen werden darf.

Vielleicht ist die abschliefende Bemerkung noch von
Interesse, dafl namlich der aus unseren Naherungen b

d d folgende Wi tkT“
un olgenae er 20’J

den aus anderen Theorien fiur héhere Temperaturen
folgenden Werten dieses Verhiltnisses palit als der aus

= 2,24 wesentlich besser zu

kT,
der alteren Niherung a folgende Wert ) a(cl

= 4,31.



